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Карманный справочник по инженерной математике — до�

ступный источник основных инженерных математических фор�

мул, определений и базовой информации, необходимых студен�

там, техническим специалистам и инженерам в процессе обуче�

ния и/или работы. Это уникальная по своему содержанию и

структуре книга: в ней можно найти ответ практически на лю�

бой вопрос. 

Для удобства материал разделен на 14 глав, включающих

арифметику и алгебру, геометрию и тригонометрию, графики,

векторы, комплексные числа, матрицы и детерминанты, булеву

алгебру и логические схемы, дифференциальное и интегральное

исчисление, дифференциальные уравнения, статистику и тео�

рию вероятностей, преобразования Лапласа и ряды Фурье. Кни�

га содержит 93 раздела и более 400 числовых примеров, а также

более 300 рисунков.

ПРЕДИСЛОВИЕ
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Числа вида 3, 5, 72, используемые для счета предметов или

для указания порядкового номера того или иного предмета сре�

ди однородных предметов, называют натуральными. Натураль�

ные числа 3, 5, 72 называют также положительными целыми чис�
лами. Числа –13, –6, –5, противоположные натуральным, назы�

вают отрицательными целыми числами. Число 0 также считается

целым числом. Итак, целые числа — это натуральные числа,

числа, противоположные натуральным, и число 0.

Существуют четыре базовых арифметических действия: сло�

жение (+), вычитание (–), умножение (�) и деление (	).

Сложение любого числа с отрицательным числом равно�

сильно вычитанию из этого числа равного по величине, но взя�

того с противоположным знаком числа. Так, например, при

сложении –4 и 3 получаем 3 – 4 = –1. 

Вычитание отрицательного числа равносильно сложению с

соответствующим положительным числом. Так, например, при

вычитании –4 из 3 получаем 3 – (– 4) = 3 + 4 = 7.

При умножении и делении чисел с противоположными зна�

ками результат действия отрицательный; при умножении и де�

лении чисел с одинаковыми знаками результат положительный.

Так, например, 3 � (–4) = –12; (– 3) � (– 4) = 12. 

Аналогично .

Пример. Сложить 27, –74, 81 и –19.

Сначала складываем положительные целые: 27 и 81. Сумма

положительных целых будет равна 27 + 81 = 108. Затем склады�

ваем отрицательные целые: –74 и –19. Сумма отрицательных

целых будет равна –93. Теперь вычитаем сумму отрицательных

целых чисел, т. е. –93, из суммы положительных целых чисел

108 и получаем 15. Таким образом, 27 – 74 + 81 –19 = 15.

Гл а в а  1

Числа и алгебра

1.1. ОСНОВЫ АРИФМЕТИКИ

1.1.1. Арифметические действия

4

3–
------  4 

3
------   и  

4–
3–
------– +

 4 

3
------= =
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Пример. Вычесть 89 из 123, что математически записывается

в виде 123 – 89, или

Следовательно, 123 – 89 = 34.

Пример. Умножить 74 на 13, что математически записывается

в виде 74 � 13.

Следовательно, 74 � 13 = 962.

При делении на число от 1 до 12, как правило, используется

так называемый сокращенный способ деления, или ускоренное де�
ление, т. е. деление в строчку.

Пример. Разделить 1043 на 7.

103463 : 7 = 149.

Шаг 1. Делим 10 на 7. Получаем 1 и остаток 3. Пишем 1 в от�

вет, а остаток 3 записываем в следующий разряд справа над

цифрой 10. Получаем 34.

Шаг 2. Делим 34 на 7. Получаем 4 и остаток 6. Пишем 4 в от�

вет, а остаток 6 записываем в следующий разряд справа над

цифрой 4. Получаем 63.

Шаг 3. Делим 63 на 7. Получаем 9 и остаток 0. Пишем 9 в от�

вет. Получаем 149, т. е. 1043 	
7 = 149.

При делении на число больше 12 обычно используется метод

деления в столбик, или деление углом.

Пример. Разделить 378 на 14.

Шаг 1. Делим 37 на 14, получаем 2. Пишем 2 в ответ.

Шаг 2. Умножаем 2 на 14, получаем 28.

Шаг 3. Вычитаем 28 из 37, получаем 9. Оставшуюся цифру 8

записываем справа от 9. Получаем 98.

Шаг 4. Делим 98 на 14. Получаем 7. Записываем 7 в ответ.

Следовательно, 378 : 14 = 27.

123
89

–

34

Складываем

74
13

222
740

74 × 3

962

74 × 10 Умножаем

×

27

0

28(2)

98
98

 378
2 × 14

(4) 7 × 14

14
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Шаг 5. Вычитаем. Получаем 0. Деление закончено.

Итак, 378 	
14 = 27.

1.1.2. Наибольший общий делитель и наименьшее 
общее кратное

При перемножении двух и более чисел каждое отдельно взя�

тое число называется множителем. 

Делитель — число, на которое другое число делится без ос�

татка. Наибольший общий делитель — наибольшее число, на ко�

торое два или более числа делятся без остатка.

Чтобы найти наибольший общий делитель чисел, надо раз�

ложить эти числа на простые множители и найти произведение

тех множителей, которые входят во все разложения, взяв каж�

дый наименьшее число раз, какое он встречается. 

Пример. Найти наибольший общий делитель чисел 12, 30 и 42.

Разложим эти числа на простые множители, т. е. 2, 3, 5, 7, 11,

13… (на какие возможно):

Общими делителями этих чисел являются 2 в первом столбце

и 3 в третьем. Следовательно, наибольший общий делитель равен

2 � 3, т. е. 6. Таким образом, 6 есть наибольшее число, на которое

делится и 12, и 30, и 42.

Кратное — число, которое определенное количество раз со�

держит другое число. Наименьшее общее кратное — наименьшее

число, делимое на каждое из двух и более чисел без остатка.

 Чтобы определить наименьшее кратное двух или более чи�

сел, надо разложить эти числа на простые множители и найти

произведение всех получившихся множителей, взяв каждый на�

ибольшее число раз, какое он встречается.

Пример. Найти наименьшее общее кратное чисел 12, 42 и 90.

Разложим эти числа на простые множители:

Наибольшее число раз встречаются множители, заключенные

в рамки, т. е. 2 � 2 для 12, 7 для 42 и 3 � 3 и 5 для 90. Следовательно,

наименьшее общее кратное будет равно 2 � 2 � 3 � 3 � 5 � 7 = 1260.

Это число одновременно является наименьшим числом, которое

будет делиться без остатка на 12, 42 и 90. 

12 = 2 � 2 �
3

30 = 2 � 3 � 5

42 = 2 � 3 �
7

12 = 2 � 2 � 3

42 = 2 � 3 � 7

90 = 2 � 3 �
3 � 5
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1.1.3. Порядок выполнения математических действий 
и скобки

Если какое�либо арифметическое действие необходимо вы�

полнить первым, его числа и оператор (операторы) заключают в

скобки. Так, разность 6 и 2, умноженная на 3, записывается в

виде 3 � (6 – 2), или 3(6 – 2).

Арифметические действия выполняются в следующей после�

довательности: (1) действия, заключенные в скобки, (2) деление

и умножение  и (3) сложение и вычитание.

Поясним основные свойства, или основные законы, алгебры

на примерах.

Переместительный закон
2 + 3 = 3 + 2, т. е. при сложении порядок следования чисел не

влияет на результат.

2 � 3 = 3 � 2, т. е. при умножении порядок следования чисел

не влияет на результат.

Сочетательный закон
2 + (3 + 4) = (2 + 3) + 4, т. е. использование скобок при сло�

жении не влияет на результат.

2 � (3 � 4) = (2 � 3) � 4 , т. е. использование скобок при умно�

жении не влияет на результат.

Распределительный закон
2 � (3 + 4) = 2(3 + 4) = 2 � 3 + 2 � 4, т. е. число, стоящее перед

скобками, указывает на то, что каждое из слагаемых в скобках

должно быть умножено на это число.

Использование скобок
(2 + 3)(4 + 5) = (5)(9) = 45, т. е. рядом стоящие скобки озна�

чают умножение.

2[3 + (4 � 5)] = 2[3 + 20] = 2 � 23 = 46, т. е., если выражение

содержит внешние и внутренние скобки, сначала вычисляется

выражение во внутренних скобках.

Пример. Определить значение выражения 6 + 4 :
(5 – 3).

6 + 4 : (5 – 3) = 6 + 4 : 2(скобки),

= 6 + 2 (деление),

= 8 (сложение).

Пример. Вычислить 13 – 2 � 3 + 14 	 (2 + 5).

13 – 2 � 3 + 14 	
(2 + 5) = 13 – 2 � 3 + 14 : 7 (скобки),

13 – 2 � 3 + 14 : 7 = 13 – 2 � 3 + 2 (деление),

13 — 2 х 3 + 2 = 13 – 6 + 2 (умножение),

13 —6 + 2 = 15 – 6 (сложение),

15 – 6 = 9 (вычитание).
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1.2. ДРОБИ, ДЕСЯТИЧНЫЕ ДРОБИ 
И ПРОЦЕНТЫ

1.2.1. Дроби

Деление 2 на 3 может быть записано в виде , или 2/3, где

— дробь. Число над чертой, т. е. 2, называется числителем, чис�

ло под чертой, т. е. 3, называется знаменателем.

Если величина числителя меньше величины знаменателя,

такая дробь называется правильной. Следовательно,  — пра�

вильная дробь. 
Если величина числителя больше величины знаменателя, та�

кая дробь называется неправильной. Так,  — неправильная дробь

и может быть выражена в виде смешанного числа, т. е. в виде це�

лой и дробной частей. Неправильная дробь  соответствует

смешанному числу .

Если при делении числителя и знаменателя на одно и то же

число дробь упрощается, такая процедура называется сокраще�
нием. Сокращение на 0 недопустимо.

Пример. Упростить .

Наименьшее общее кратное двух знаменателей есть 3 � 7,

т. е. 21. Приведем каждую дробь к знаменателю 21: 

.

В результате получаем  или .

Следовательно,

Шаг 1. Вычислим наименьшее общее кратное двух знамена�

телей.

2

3
---

2

3
---

2

3
---

7

3
---

7

3
---

2
1

3
---

1

3
--- 2

7
---+

 1 

3
------  2 

7
------+  1 

3
------  7 

7
------�� �


 �  2 

7
------  3 

3
------�� �


 �+=

7

21
----- 6

21
-----+ 7 6+

21
------------ 13

21
------=

Шаг (1)

Шаг (2) Шаг (3)

(7 × 1) + (3 × 2)=+
3

1

7 21

1 2
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Шаг 2. (Для дроби .) Делим 21 на 3. Получаем 7. Следова�

тельно, числитель надо умножить на 7, т. е. 7 � 1.

Шаг 3. (Для дроби .) Делим 21 на 7. Получаем 3. Следова�

тельно, числитель надо умножить на 3: 3 � 2.

В результате получаем тот же результат, что и ранее, т. е.

 .

Пример. Вычислить .

С п о с о б 1 .  Разобьем смешанные числа на целые и дроб�

ные части: 

.

С п о с о б 2 . Выразим смешанные числа в виде неправиль�

ных дробей. Поскольку , а 2 = 12/6, то

 и .

В результате получаем тот же результат, что и ранее, т. е.

 .

Пример. Вычислим .

Делим числитель и знаменатель на 3. Получаем

Делим числитель и знаменатель на 7. Получаем

Следовательно, 3/7 � 14/15 = 2/5.

Деление числителя и знаменателя на одно и то же число на�

зывается сокращением. Это действие можно выполнить и так:

1

3
---

2

7
---

 1 

3
------  2 

7
------+ 7 6+

21
------------ 13

21
-----= =

3
 2 

3
------ 2

 1 

6
------–

3
2

3
--- 2

1

6
---– 3

2

3
---+� �


 � 2
1

6
---+� �


 �– 3
2

3
--- 2– 1

6
---  =–+= =

1
4

6
--- 1

6
---–+= 1

3

6
--- 1

1
2
---= =

3
 9 

3
------=

3
 2 

3
------  9 

3
------  2 

3
------+ 11

3
-----= = 2

 1 

6
------ 12

6
-----  1 

6
------+ 13

6
-----= =

3
 2 

3
------ 2

 1 

6
------– 11

3
----- 13

6
-----– 22

6
------ 13

6
-----–  9 

6
------ 1

 1  

2
------= = = =

 3 

7
------ 14

15
-----�

1
3 14× = =
7 155

1 14×
7 5

1 × 14

7 × 5
.

= = 2

5

1 × 
2
14

17 × 5

1 × 2

1 × 5
.
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поменять во второй дроби местами числитель и знаменатель и

заменить деление умножением. 

Пример. Разделим .

Запишем эту дробь иначе: .

Умножение числителя и знаменателя на величину, обратную

знаменателю, дает

т. е. получаем тот же результат, что и при сокращении обычным

способом: .

1.2.2. Отношение и пропорция

Отношение одной величины к другой есть дробь; оно

показывает, сколько раз одна величина содержится в другой

величине того же вида.
Если одна величина прямо пропорциональна другой, то при уд�

ваивании первой величины вторая также удваивается. Если од�

на величина обратно пропорциональна другой, то при удваива�

нии одной из величин другая в 2 раза уменьшается.

Пример. Брус длиной 273 см разрезали на три части, отноше�

ние между длинами которых 3 : 7 : 11. Определить длину каждой

части бруса.

Общее число частей 3 + 7 + 11 = 21. Следовательно, 21 часть

соответствует 273 см.

1 часть соответствует  см.

3 части соответствуют 3 � 13 = 39 см.

7 частей соответствуют 7 � 13 = 91 см.

11 частей соответствуют 11 � 13 = 143 см.

Итак, длина трех частей равна соответственно 39, 91 и 143 см.

П р о в е р к а . 39 + 91 + 143 = 273.

Пример. Зубчатое колесо (шестерня) с 80 зубьями находится

в зацеплении с шестерней с 25 зубьями. Определить передаточ�

ное отношение.

 3 

7
------ :12

21
-----

 3 

7
------ :12

21
-----

 3 

7
------

12

21
-----
------=

= = =

3

,7

1
3 ×

×
17

12

21
112

121

124

21
3

12
1

21
1

3

4 3
41

÷ = =3

7

1
3 ×

17

12

21 124

21
3 3

4

273

21
--------- 13=
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Передаточное отношение определяется так:

Передаточное отношение = ,

т. е. передаточное отношение = 16 : 5 или 3.2 : 1.

Пример. Сплав состоит из металлов А и В, соотношение их

масс равно 2.5:1. Определить, какое количество металла А надо

добавить к 6 кг металла В для получения такого сплава.

Отношение А : В = 2.5 : 1, т. е. .

Следовательно, если В = 6 кг, , имеем А = 6 � 2.5 = 15 кг.

Пример. Три человека могут выполнить работу за 4 часа. Оп�

ределить, сколько времени потребуется 5 рабочим для выполне�

ния той же задачи при условии, что производительность труда

остается прежней.

Чем больше рабочих, тем быстрее выполняется работа. Сле�

довательно, здесь имеет место обратно пропорциональная зави�

симость:

3 человека выполняют работу за 4 часа,

1 человек выполняет работу за время, втрое большее, т. е. за

4 � 3 = 12 часов,

5 человек могут сделать работу в 5 раз быстрее, чем один че�

ловек, т. е. за  часов, или 2 часа 24 минуты.

1.2.3. Десятичные дроби

Десятичная система исчисления основана на цифрах от 0 до

9. Число типа 53.17 — десятичная дробь, точка отделяет целую

часть 53 от дробной части 0.17.

Число, которое может быть точно выражено в виде десяти�

чной дроби, называют конечной десятичной дробью, а число, кото�

рое не может быть точно выражено в виде десятичной дроби, —

бесконечной десятичной дробью. Таким образом,  — это

конечная десятичная дробь, а  — бесконечная

десятичная дробь. Число 1.33333… можно записать в виде 1.3(3),

т. е. «одна целая, три в периоде».

В зависимости от требуемой точности бесконечная десяти�

чная дробь может быть записана двумя способами: (1) с точнос�

тью до некоторого количества значащих цифр, т. е. цифр, кото�

рые что�то означают, и (2) с точностью до определенного деся�
тичного разряда, т. е. определенного количества знаков после

десятичной точки.

80 : 25
80

25
------ 16

5
----- 3.2= = =

A

B
--- 2.5

1
------- 2.5= =

A

6
--- 2.5=

12

5
-----

 3 

2
------ 1.5=

 4 

3
------ 1.33333�=



24 Глава 1. Числа и алгебра

Цифра последнего десятичного разряда в ответе не меняется,

если справа за ней стоит цифра 0, 1, 2, 3 или 4; и она увеличива�

ется на 1, если справа стоит цифра 5, 6, 7, 8 или 9. Таким обра�

зом, бесконечная дробь 7.6183 при округлении до третьей знача�

щей цифры превращается в 7.62, так как дальше справа стоит

цифра 8, принадлежащая группе 5, 6, 7, 8, 9. При округлении до

третьего десятичного разряда 7.6183 превращается в 7.618, пос�

кольку справа от цифры 8 стоит цифра 3.

Пример. Вычислить 42.7 + 3.04 + 8.7 + 0.06.

Запишем числа таким образом, чтобы точки находились друг

под другом. Будем складывать числа в каждом столбце и начнем

справа:

В результате получаем 42.7 + 3.04 + 8.7 + 0.06 = 54.50.

Пример. Вычислить 74.3 � 3.8.

При умножении десятичных дробей числа перемножаются

так, как если бы они были целыми, т. е. 

Положение десятичной точки определяется общим количес�

твом знаков справа после десятичной точки в обоих сомножите�

лях. Здесь в двух перемножаемых числах (1 + 1) = 2 знака после

десятичной точки (74.3 � 3.8).

Следовательно, 74.3 � 3.8 = 282.34.

Пример. Вычислить 37.81 	
 1.7 с точностью до 4 значащих

цифр и 4 десятичного разряда.

Умножаем знаменатель на 10. Умножаем также числитель на

10, чтобы сохранить значение дроби. Получаем в знаменателе

целое число, т. е. .

Деление в столбик десятичных дробей аналогично делению в

столбик целых чисел, поэтому покажем только первые четыре

шага:

42.7
+

3.04

8.7

0.06

54.50

743�
38

+
5944

22290

28234

37.81:1.7
37.81 10�

1.7 10�
------------------------- 378.1

17
-------------= =
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Итак, 37.81	1.7 = 22.24 с точностью до 4 значащих цифр;

 37.81	1.7 = 22.2412 с точностью до 4 десятичного разряда.

Пример. Преобразовать 0.4375 в правильную дробь.

Дробь 0.4375 можно без изменения ее значения записать в

виде .

Таким образом,  .

Сокращая, получаем .

Таким образом, .

Пример. Выразить  в виде десятичной дроби.

Деление на 16 можно осуществить в столбик, а можно просто

сократить дробь на 2 (9/2 = 4.50), потом на 8 (4.50/8 = 0.5625).

Итак, .

1.2.4. Проценты

Десятичная дробь 0.01, т. е. дробь с числом 100 в знаменателе,

называется процентом. Проценты используются в качестве об�

щепринятого стандарта. Например, 25 процентов означает ,

т. е. , и записывается как 25%.

Пример. Выразить в процентах 0.0125.

Десятичную дробь можно преобразовать в проценты, умно�

жив ее на 100. Следовательно, 0.0125 соответствует

0.0125 � 100%, т. е. 1.25%.

Для преобразования правильной дроби в десятичную 
надо разделить числитель на знаменатель. 
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