


ПРЕДИСЛОВИЕ

С недавних пор обучение в высших учебных заведениях стало менее стро-
гим, и я слышал, что бывают студенты электротехнических факультетов, 
которые плохо понимают работу электрических цепей. И я сам, преподавая в 
университете как раз на подобном факультете, сталкивался со студентами, 
которые не могут решить простых задач, связанных с электрическими 
цепями. И я стал думать, как же решить эту проблему. Я не смог найти ника-
кого магического средства, но понял, что многие студенты, не понимающие 
электрических цепей, не понимают комплексных чисел. И тогда, посоветовав-
шись с издательством Оhmsha, мы решили сделать эту книгу.

Мнимое число, по-английски Imaginary number, – это число, созданное 
воображением. При этом почему-то по-русски оно называется «мнимым», и 
это название вызывает не самые хорошие ассоциации. Но разве числа, назы-
ваемые действительными, при этом существуют в реальном мире? Люди 
придумали числа, но природные явления до чисел и после их появления 
одинаковы. Просто с помощью чисел и формул люди описывают явления 
природы, чтобы лучше их понять.

Итак, комплексные числа являются мощным инструментом для расчёта 
колебаний силы тока и напряжения в электрических цепях, особенно для 
переменного тока. А поскольку на электротехнических факультетах изучают 
в основном переменный ток, то если студент не умеет представлять напряже-
ние и силу тока в виде комплексных чисел, то он не сможет получать хорошие 
оценки. Кроме того, есть и множество других специализаций, так или иначе 
связанных с электричеством, то есть и на квалификационных экзаменах 
других факультетов часто попадаются задачи по переменному току, для 
решения которых нужно использовать мнимые и комплексные числа.

Моя цель – чтобы эту книгу в качестве руководства по мнимым и комплекс-
ным числам прочитало как можно больше людей. И если кто-то из них после 
прочтения будет лучше разбираться в комплексных числах, почувствует 
интерес к решению задач по электрическим цепям с использованием мнимых 
и комплексных чисел, я буду счастлив.

Я хочу поблагодарить за помощь и советы по работе над книгой всех 
сотрудников отдела по развитию издательства Ohmsha, сделавших интерес-
ными и понятными мою скучную рукопись господина Нагакава Наруки и 
господина Исино Тои, а также всех сотрудников TREND-PRO.

И в заключение хочу подчеркнуть, что эта книга не является профессио-
нальным руководством, и с точки зрения математики в ней, возможно, появля-
ются не совсем корректные выражения. Но главной задачей этой книги было 
дать простое и наглядное объяснение для начинающих, что из себя представ-
ляют комплексные и мнимые числа. И именно это ставилось во главу угла.

Ноябрь 2010                                                                                Оучи Масаси
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Прощай,
кошмарная пора
вступительных
экзаменов!

Наконец-то...студенческаяжизнь, о которойя так мечтал!Теперь-то я добьюсьуспеха и в любви,и в учёбе!

это ж научный
факультет, поэтому
тут одни парни...

Я обманут!

Да ещё всё
гораздо сложнее,

чем при подготовке
к вступительным!

бах

пабам!

ой!

ой
!

Пролог2



Потому что я 
тогда сбежал, 

теперь всё 
так плохо...

не понимаю я эти 
комплексные числа...

но одну вещь 
я хорошо понял...

* Сенпай – обращение к более старшему по возрасту, рангу или более опытному коллеге/соученику. 
   В данном случае означает, что Масаси учится на более старшем курсе.

Юта!
Масаси-
сенпай*?!

Я тебе помогу,
не переживай!

Я ненавижу
комплексные

числа!!

Эй, парень!

Тишина.
Идёт 

экзамен.

По результатам 

экзамена по математике

следующие студенты 

отправляются на пересдачу:

1011023  Сакурай Юта

1011041  Хасимото Рё

3Пролог



Сенпай же сам
на пересдаче!!

Если завалим,
то ещё один год
вместе проучимся!

Да на этого
сенпая нельзя
полагаться...

Моя фамилия
Химуро.

Я аспирантка.

У преподавателя
появились срочные дела,
так что за экзаменом

буду наблюдать я.

Õà-õà-õà

È ÷åãî ó íåãî òàêîå
ñàìîäîâîëüíîå ëèöî?!

Повторный

экзамен

по математике



òàê-òàê-òàê...

Ну и разо-
злили вы меня,
когда пытались

списывать.

Химуро-сан,
что была

на экзамене...

такая
красивая...

А?! Ты про
"Королеву

математики"?

Лучше забудь
о ней.

Она же
смотрит прямо

на меня..?

Ага, сейчас
как раз видно

ответы...

!

Химуро-сан... .

такая
красавица...

шур-шур

з
ы

ркшур-шур

òàê-òàê-òàê...

5Пролог



Пошли!

Жаль
парня...

О любви? 
Хорошо же!

Если свяжешься с ней,
она утащит тебя

в математический ад,
откуда нельзя вернуться...

Ах, хотел бы
я поговорить
с Химуро-сан

о любви... .

Слушай,
что тебе
говорят!

Химуро-
сан?!

бум

бах
вжих вжих

А?

À?
×òî?

Ýý..?

Аудитория
для занятийЛабораторияХимуро

Пролог6



. . .к числу "i"!

Давай поговорим
о любви...

Не об этом мне
хотелось поговорить...

уж никак не про
пустое число "i".. .

i происходит
от Imaginary number,

то есть "Воображаемое
число", другими словами,

оно создано силой
воображения!

Благодаря тому
что люди создали

это число,
мир изменился!

Итак, что ты
знаешь о мнимой

единице?

Только это...

Вот о чём
я хотела

поговорить...

Если её
возвести

в квадрат, то
получится "-1".. .

Разве?
Но раз оно
называется
"мнимым"...

разве это
не означает, что

его не существует
и оно пустое?

Итак...

Если число мнимое,
это не значит,

что оно пустое!

пам

Мнимая ед
иниц

а "i"

Мним
ая е

Аудитория
для занятий

Лаборатория
Химуро

Õìì

7Пролог



Только это?
Ну так разговор

у нас не получится!

Кстати, ты же ещё
и на пересдаче был,

да?

Всё не так!
На самом деле

я совсем не это
хотела сказать...

И с такими-то
знаниями ты

хотел общаться
со мной...

Простите, что я так сразу!
Но так я никогда не пойму
эти комплексные числа...

Если он мне, той,
кого называют

"Королевой математики",
такие слова говорит,

значит, настроен
решительно...

Конечно!

Не могли бы
Вы мне

объяснить?

Вы меня
запомнили!

Странный
парень...

пам

бац

À?

Óõ òû!

Àãà
Пролог8



Вот Вы сказали,
что это число создано

человеческим воображением,
а для чего его создали?

Ага...
с чего бы нам
лучше начать?

Решений нет,
если график

не пересекает
ось х, так?

Когда я училась в средней школе,
я, бывало, всю ночь не спала,
всё смотрела на этот график,

и так он меня бесил!

Может, Вам
просто кальция

не хватало?

Однако если
использовать
комплексные числа,
то можно считать,
что это уравнение
имеет решение
в любом случае.

Такова сила
мнимой единицы!

Хмм... эээ....

Если что-то
не понятно,

то так и скажи.

Вот как?

Но я не пойму,
что в этом может
так раздражать?

Ну уж, по крайней мере,
квадратные уравнения
ты знаешь, не так ли?

И помнишь, что есть такие
случаи, когда квадратное
уравнение нельзя решить?
Вот этот график, который
меня всегда раздражает.

Íè÷åãî ñåáå...

Êàê ýòî òàê, 
íåò ðåøåíèÿ?!.

õìì

Õà-õà-õà
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ПРОСНИСЬ!

I и V - здесь 
комплексные числа, 
а j - мнимая единица.

Алгебраическое уравнение
для  силы тока

Дифференциальное
уравнение

для силы тока.

скрип

íó...

Îõ, è óñòàë, 
ìàëåíüêèé...

ýý...

À!

Ïðåâðàòèñü 
â ïðîñòîå 
óðàâíåíèå!

Рассмотрим ещё 
один пример. 

Ты  дифференциальные 
уравнения знаешь?

А... да, это 
очень хороший 

пример.

Перестань 
притворяться, 
что ты знаешь!

ничего не 
понимаю...

Это уравнение не понять, если 
не знаешь высшей математики. 
Поэтому сейчас смотри только 

на его форму.

Так даже сложные уравнения 
можно решать довольно 
просто, если использовать 

комплексные  числа.

Особенно это касается 
дифференциальных уравнений, 

описывающих ток, электрическое 
напряжение, электромагнитные, 

звуковые и другие волны.

Именно.

Не обращай 
внимания на смысл 
этих символов, 

смотри только на 
форму уравнения.

АГА! ТЕПЕРЬ 
ОСТАЛИСЬ ТОЛЬКО 
ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

И СУММА!

Перепишем это уравнение, 
используя комплекные числа.

Тадам!

Пролог10



Цель изучения комплексных чисел

Понимание комплексных чисел

Формула Эйлера

Мнимая
единица "i"

Число e 

и число π

Виды чисел

Матрицы
Тригонометрические функции

комплексного аргумента

Тригонометри-
ческие функции

Комплексная
плоскость и полярная
система координат

Это путь, который 
надо пройти, чтобы 

научиться пользоваться 
комплексными числами.

Путь довольно 
длинный...

Таким образом, 
я объясню тебе 

истинное значение 
и ценность 

комплексных чисел. 
Так что готовься!

Практическое использование комплексных 
чисел (для электрической цепи выразим 

через комплексное число V электрическое 
напряжение, а через I - электрический ток, 

после чего легко решаем задачу)

Значит, для этого и 
придумали мнимые, 

то есть 
воображаемые, числа.

Благодаря Вам, 
Химуро-сан, 

я понял, как важны 
комплексные числа!

Мало понять их важность, 
нужно ещё научиться 

использовать эти числа.

Вот оно 
что! числа.

А... ДА!

11Пролог



Фух

скрип

Ох, уже совсем поздно. 
Давай-ка продолжим 
лучше завтра, приходи 
сюда после занятий. 

Не хочешь - не надо. 
У меня и без тебя 

дел полно.

Нет!! 
Я обязательно 

приду!

До завтра!

Всё, забудь.

А, завтра тоже?

Сказал: 
"до завтра"... 

Кажется, 
я перегнула 

палку...

но всё 
равно ведь 
не придёт.

Пролог12



 Глава

ВИДЫ ЧИСЕЛ

1



Åëå-åëå

Âîò æå...

Ходит такая 
легенда, что тот, 

кто вступит 
в математи-
ческий спор 
с Королевой, 

от ужаса 
превратится 
в камень. 

Химуро-сан - 
что, ведьма?

Смотри 
осторожней, чтобы 
не превратиться 

в камень!

Эх, а мне нужно 
идти продолжать 
вчерашний урок...

Вот как, 
ректор тоже 
пал жертвой 
Королевы...

Юта, ты как, жив?
"Королева 

математики" жёстко 
с тобой обошлась?

Она, конечно, 
с характером!

Это правда. 
Вот и 

доказательство!

Ну, говорили мы не 
о том, о чём бы мне 

хотелось... Она мне всё 
про комплексные числа 
рассказывала. Но это 

было полезно!

ЭТО ЖЕ 
БЮСТ 

РЕКТОРА!

НО НЕТ ЖЕ, 
ОН ЖЕ 

ЕЩЁ ЖИВ!
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мороженое

Ва
ни-

льн
о
е

бац

н
я
м

Бац

Бу
м

ням

Добрый 
день!

Вы любите 
мороженое?

Извините... 
Если помешал, 

я уйду...

Но я 
хотел бы 
кое-что 

спросить...

Ну... 
раз уж 

специально 
пришёл, 

неудобно 
тебя 

выгонять...

Давай 
продолжим то, 
что мы вчера 

начали.

ЧТО ТЫ ТУТ 
ДЕЛАЕШЬ?!

НО ВЫ ЖЕ 
САМИ МНЕ 
СКАЗАЛИ 
ПРИЙТИ!

Аудитория
для занятий

ЛабораторияХимуро

Ты же 
на самом 
деле рада, 

почему опять 
в таком тоне 
говоришь...
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Мнимая единица
i

плюс х плюс = плюс
минус х минус = плюс

скрип-
скрип

скрип
-скрип

Âåùåñò-
âåííûå
÷èñëà

А что 
ты хотел 
спросить?

Возведение 
в квадрат - это 
ведь умножение 
двух одинаковых 

чисел, так?

Это, правда, 
такой базовый вопрос...

Я хотел вчера разобраться, 
но, честно говоря, 
так и не понял...

Да.

Ну вот, я сколько 
ни думал, не пойму, 

как же может получиться 
отрицательное число 
после возведения

в квадрат...

А числа бывают 
с "плюсом" 

и с "минусом", 
так?

Да, положи-
тельные и 
отрица-
тельные.

Это потому, 
что ты думаешь

в границах 
вещественных 

чисел.

ну что ж, начну 
объяснение

с основы основ...

. . . .

1. Виды чисел16



1. Виды чисел

Натуральные
и целые числа

Ãðóïïà "Öåëûå ÷èñëà"

îòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà

ìû âûñòóïàåì

êàê "Öåëûå ÷èñëà"

íà
òó

ðà
ëü

-
íû

å ÷
èñ

ëà

Îá
úå

äè
íè

âø
èñ

ü 
ñ í

àò
óð

àë
üí

ûì
è 

÷è
ñë

àì
è.

..

ìîðî-
æåíîå

ìîðî-
æåíîå

ìîðî-
æåíîå

æåðî
ìî

Ìèð, â êîòîðîì íåò 
îòðèöàòåëü-íûõ ÷èñåë! Áåñèò!!

Сначала 
люди открыли 

натуральные числа.

Другими словами, 
это 1, 2, 3... да?

Вот бы были только 
натуральные числа, 
тогда не было бы 
никаких проблем...

Это числа, 
которые 

используют 
для счёта 
предметов. 

А вот и нет.

Если бы были только 
натуральные числа, 

то невозможно было бы 
из меньшего числа 
вычесть большее.

Если можно 
сложить 
4 + 6, 

но почему-то 
нельзя вычесть 

4 - 6, 
это ужасно 

бесит!

И чтобы это так 
не раздражало, придумали 
отрицательные числа, да?

Натуральные числа, ноль 
и отрицательные числа вместе 

называются "целые числа" (integer).  
В современной математике ноль 
иногда относят к натуральным 

числам.

Вот оно что.

Можно считать, 
что целые числа 

"расширяют" понятие 
о натуральных числах.
Числа создали люди, 

поэтому и делать с ними 
они могут что угодно.

В любом 
случае, благо-
даря целым числам 
можно без проблем 
производить 
сложение и 
вычитание. 

171.1. Виды чисел



Обыкновенные и десятичные дроби

Ðàçðåøèòå ïðåäñòàâèòüñÿ, 
ÿ - "ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî"!

Öåëîå ÷èñëî Öåëîå ÷èñëî

Можешь 
ведь, когда 
захочешь.

Но если мы 
имеем только 
целые числа, 
то возникает 
проблема при 

делении.

Например, если 
разделить 1 на 3, 

что будет?

поэтому при 
умножении целых чисел 
в результате получим 

тоже целое число. Так?

Так просто 
не делится. Поэтому 
результат будет в виде 
обычной дроби 1/3 или 
в виде десятичной 

дроби 0,333... .

Да, 
теперь я понял, 

это действительно 
может 

раздражать.

Только с помощью целых 
чисел не всегда возможно 

получить точный ответ 
при делении.

И тут появляются 
"рациональные числа" - то 

есть числа, которые можно 
выразить как отношение 
целых чисел, например 1:3.

Скажи?!

И ещё 
момент.

Такие числа, как 
0,333.., в составе 

которых одинаковое 
число повторяется 

бесконечное количество 
раз, называются 
бесконечными 

периодическими 
дробями.

Но и эти 
бесконечные 

периодические дроби 
всегда можно представить 
как отношение целого 
числа к целому числу.

Объяснение 
я сейчас 

пропускаю, но 
нужно помнить, что 
бесконечные перио- 

дические дроби - это 
тоже рациональные 

числа.

Умножение - 
это многократно 

повторенное 
сложение,

Для целых чисел 
также нет проблем 

с умножением. 
Понимаешь, почему?

ТОЧНО!

1. Виды чисел18



Иррациональные числа

Òàê?

А что, есть числа, 
которые нельзя 

представить в виде 
соотношения 
целых чисел?

Гхм... 
Площать окружности 

равна πr2, следо- 
вательно, получится 
примерно 3,14 м2.

Хороший 
вопрос!
Итак...

Ты знаешь, как посчитать 
площадь поверхности 

круглого пруда 
с радиусом 1 метр?

Всего две цифры 
после запятой?
Я вот помню 

примерно 20 цифр.

В каждом 
выпуске найдётся 

один такой 
человек...

Число π в его 
десятичном 

представлении никогда 
не заканчивается, и 
оно не является 
периодической 

дробью.

Поэтому его 
нельзя представить 
в виде соотношения 

целых чисел.
Кроме π, таким 

является, 
например, 

√2 = 1,41421356...
Такие числа 
называются 

иррациональными.

Ìû "èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà"!
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Числовая
прямая

Èððàöèî-íàëüíûå÷èñëà
Ðàöèî-
íàëü-

íûå
÷èñëà

Вещественные числа

скрип-
скрип

щёлк

Äà, 
ñîâåð- 
øåííî 
òî÷íî!

Òî 
åñòü

Линия, на которой 
отмечены по порядку 
вещественные числа, 
называется "числовой 

прямой".

На этой линии 
помещаются  
вещественные 

числа?..

Вещественные 
числа объединяют 

рациональные и ирра- 
циональные числа. 

Если на этой линии по порядку 
отмечать все рациональные 

числа черной точкой, 
а все иррациональные - 

белой точкой...

Чёрные и белые точки 
будут чередоваться... 
линия станет серой, 

что ли?

Как ты думаешь, 
какого цвета 
станет линия?

Ну вот... 
правильный ответ: 
практически белой!

То есть иррациональных 
чисел намного больше, 

чем рациональных?

Иррациональные числа - 
это числа, которые не являются 
рациональными. Это не имеет 

никакого отношения 
к иррациональности в мире!

Поэтому 
в мире больше 

иррационального, 
чем 

рационального, 
так?

Аааа... 
Понятно, 

Химуро-сан.
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Âåùåñòâåííûå
÷èñëà (äåñÿ-

òè÷íûå äðîáè)

Öåëûå
÷èñëà

и т.д. и т.д.

и т.д.

и т.д.

Ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà (îáûêíî-
âåííûå äðîáè)

Èððàöèîíàëüíûå
÷èñëà

Íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà

Âèäû
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Вот схема 
того, о чём 
я говорила.

Вначале Вы сказали, 
что я думаю в границах 

вещественных чисел, 
это как раз то, что 
описывается этой 

схемой, да? Мнимая единица i 
не принадлежит 
к вещественным 

числам.

Так и 
есть.

211.1. Виды чисел



Теперь я объясню, 
когда нам необходима 

мнимая единица.

Если площадь 
квадрата равна двум, 
можешь посчитать 

длину его стороны?

Получается, что х2 = 2, 
а значит, х = ±√

_
2 .

Так как длина стороны 
квадрата не может быть 

отрицательной...

то ответ √
_
2 .

Теперь 
следующая задача.

Одна сторона 
прямоугольника 
на 5 м длиннее 

другой стороны. 
Площадь 

прямоугольника 
равна 100 м2 . Найдём 

и тут стороны 
прямоугольника.

Ага, 
молодец-молодец!

Как-то совсем 
неэмоционально 
она это говорит...

Сначала попробуй 
составить квадратное 

уравнение.

хлоп

хлоп

2. Формула решения квадратных уравнений
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скрип

Обозначим 
одну сторону 

за x . . .
Хорошо.

Теперь попробуем 
изобразить функцию 

из правой части нашего 
квадратного уравнения 

на графике.

Ответом должны быть 
точки, в которых график 
пересекает ось х, так?

232. Формула решения квадратных уравнений



Квадратное уравнение

Ìû æå 
ó÷èëè, 
÷òî 

äåëèòü 
íà íîëü 
íåëüçÿ... Ïð

îñò
èò

å!

Âñÿêóþ åðóíäó îí âñïîìèíàåò!

Помнишь 
общую формулу 

для решения 
квадратного 
уравнения?

Какими бы ни были 
a, b, c, их можно 

подставить в уравнение 
и решить его.

Но ведь а не может 
равняться нулю? Ох, разбудил 

я зверя...

ЕСЛИ а РАВНО НУЛЮ, ЭТО 
БУДЕТ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ!

Я ЖЕ ГОВОРЮ 
О КВАДРАТНЫХ 
РАВНЕНИЯХ!!!

скрип

фух
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Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

Подставим эти значения:

Если перемножить 
длины сторон 
12.808×7.808, то 

получится как раз 
приблизительно 

100 м2.

получается, 
что х равен 

-7.808 и 12.808...

Но так как длина 
стороны не может 

быть отрицательной, 
то ответ 12.808, так? Так что всё 

сходится.

Ну, теперь найди 
длину стороны 
прямоугольника, 
используя эту 

формулу.

клац
клац

Õîðîøî
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Если дискриминант

то решения нет.

,

Хорошая 
работа!

Это было 
квадратное 
уравнение, 

которое имеет 
решение. 

А бывают такие, 
которые нельзя 

решить.

Это те, которые 
Вас раздражают, 

да?

Определить, имеет 
квадратное уравнение 

решение или нет, можно, 
зная его дискриминант D. 

Если значение D 
отрицательное...

то уравнение 
нельзя 
решить.

Дискриминант 
обозначается D по 
первой букве слова 

«discriminant».

В подкоренном 
выражении 

отрицательное 
число...

Когда D меньше 
нуля, это означает, 
что в подкоренном 
выражении получаем 
отрицательное число.

Сначала 
посмотрим 
на графики.

Не торопись.АГА, ДРУГИМИ 
СЛОВАМИ, ЗДЕСЬ 

ПОЯВЛЯЕТСЯ 
МНИМАЯ ЕДИНИЦА, 

ДА?!

вжих

с
к
р
и
п

1. Виды чисел26



Åñëè D > 0 Åñëè D = 0 Åñëè D < 0

Åñëè D > 0 Åñëè D = 0

Åñëè D = 0

ëè D = 0

Åñëè D < 0

, когда а - положительный

, когда а - отрицательный

, когда а - отрица

Êîãäà 
ïîäêîðåííîå 
âûðàæåíèå 

ðàâíî 0, èìååì 
òîëüêî îäíî 
ðåøåíèå.

Êîãäà 
ïîäêîðåííîå 
âûðàæåíèå 

ðàâíî 0, èìååì 
òîëüêî îäíî 
ðåøåíèå.

Êîãäà 
ïîäêîðåííîå 
âûðàæåíèå 

ðàâíî 0, èìååì 
òîëüêî îäíî 
ðåøåíèå.

Êîãäà 
ïîäêîðåííîå 
âûðàæåíèå 

ðàâíî 0, èìååì 
òîëüêî îäíî 
ðåøåíèå.

Направление ветвей 
параболы на графике квадра- 
тичной функции  зависит от 

знака старшего коэффициента а . 
Если он положительный, ветви 
параболы направлены вверх, и 
наоборот. Рассмотрим графики 

для обоих случаев.

В обоих случаях, и если ветви 
параболы направлены вверх, 
и если вниз, когда D < 0, 

график квадратичной 
функции не пересекает 

ось х...

В конце концов, 
что же это 

значит, когда нет 
решения?

Так и выглядит 
график, когда 

у уравнения нет 
решения.

скрип

272. Формула решения 

квадратных уравнений
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