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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемое	издание	является	продолжением	учебного	
пособия	«Теплофизика.	Термодинамика	и	статистическая	фи-
зика»	[1],	в	котором	изложены	основы	термодинамики,	стати-
стической	физики	и	физической	кинетики,	раскрывающие	
физическую	сущность	тепловых	процессов.	Настоящее	учебное	
пособие	содержит	описание	конкретных	проблем	тепло-	и	мас-
сопереноса	и	состоит	из	следующих	глав:

1.	Термодинамика	необратимых	процессов;
2.	Основы	теории	конвективного	теплообмена;
3.	Основы	теории	переноса	энергии	теплового	излучения;
4.	Процессы	переноса	в	кристаллах;
5.	Фазовые	превращения	в	конденсированных	средах.
Приложения	содержат	элементы	тензорного	исчисления,	

уравнения	тепло-	и	массопереноса	в	гетерогенных	средах	и	ос-
новные	элементы	теории	теплопроводности.

В	конце	книги	приведены	задачи	(с	решениями)	по	тепло-	
и	массообмену.

В	книге	из-за	ограниченности	объема	не	нашел	отражения	
такой	раздел	теплообмена,	как	теплоотдача	при	кипении	жид-
кости.	Вопросы	по	этому	разделу	основательно	изложены	в	мо-
нографии	 С.С.	 Кутателадзе	 «Основы	 теории	 теплообмена»	
(М.:	Атомиздат,	1979).

Целью	данного	учебного	пособия	является	подготовка	сту-
дентов	по	теплофизике,	энергетике	и	энергосбережению	для	
специальностей	«Физика	(по	направлениям)»,	«Ядерная	физи-
ка	и	технологии»,	«Физика	наноматериалов	и	нанотехноло-
гий».	Знание	процессов	тепло-	и	массопереноса	необходимо	
при	проектировании	и	организации	эффективной	эксплуата-
ции	энергетических	систем	и	устройств.	Учебное	пособие	ре-
комендуется	также	для	аспирантов	по	специальности	01.04.14	–	
«Теплофизика	и	теоретическая	теплотехника».

Авторы	 выражают	 искреннюю	 благодарность	 директору	
Института	тепло-	и	массообмена	им.	А.В.	Лыкова	НАН	Бела-
руси	академику	О.Г.	Пенязькову,	инициировавшему	написание	
данного	учебного	пособия.

Особую	признательность	авторы	выражают	рецензентам:	
доктору	технических	наук,	профессору	В.И.	Володину	и	док-
тору	физико-математических	наук	В.П.	Колосу	за	полезные	
замечания,	которые	способствовали	улучшению	содержания	
учебного	пособия.
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Глава 1
ТЕРМОДИНАМИКА  

НЕОБРАТИМЫХ ПРОЦЕССОВ

Неравновесная	термодинамика	(часто	ее	называют	термо-
динамикой	необратимых	процессов)	представляет	собой	срав-
нительно	молодой	и	интенсивно	развивающийся	раздел	теоре-
тической	 физики.	 Основоположником	 термодинамической	
теории	неравновесных	процессов	является	Л.	Онсагер,	устано-
вивший	в	1931	г.	свою	знаменитую	теорему.	В	настоящее	время	
эта	теория	получила	статистическое	обоснование	и	широко	
используется	при	изучении	различных	физических	явлений.

Классическая	 термодинамика	 (более	 подходящее	 назва-
ние	–	«термостатика»)	является	равновесной,	или	обратимой,	
теорией,	поскольку	ее	уравнения	не	содержат	времени.

В	термодинамически	равновесных	системах,	как	известно,	
температура	и	химический	потенциал	постоянны.	Если	эти	ус-
ловия	не	выполняются	и	в	системе	есть	макроскопическое	дви-
жение	ее	частей,	то	возникают	необратимые	процессы	пере-
носа	массы,	импульса,	энергии,	электрического	заряда	и	т.д.

Рассмотрим	теорию	неравновесных	процессов	с	феномено-
логической	точки	зрения.

1.1. Уравнения баланса и законы сохранения

Явления,	изучаемые	в	неравновесной	термодинамике,	име-
ют	макроскопический	характер,	поэтому	при	построении	те-
ории	процессов	в	неравновесных	системах	они	рассматрива-
ются	как	сплошная	(непрерывная)	среда.	Это	значит,	что	вся-
кий	малый	элемент	объема	среды	считается	настолько	боль-
шим,	что	содержит	еще	значительное	число	молекул.	Когда	
речь	идет	о	бесконечно	малых	элементах	объема,	всегда	под-
разумевается	«физически»	бесконечно	малый	объем	(иначе	
говоря,	 объем	 достаточно	 малый	 по	 сравнению	 с	 объемом	
тела,	но	большой	по	сравнению	с	межмолекулярными	рассто-
яниями).	Поэтому	если	говорят	о	смещении	некоторой	части-



5

цы	среды,	то	имеют	в	виду	смещение	не	отдельной	молекулы,	
а	целого	элемента	объема,	содержащего	много	молекул,	но	
рассматриваемого	как	точка.

Поскольку	 неравновесная	 система	 рассматривается	 как	
сплошная,	т.е.	непрерывная,	среда,	физические	величины	в	ней	
являются	непрерывными	функциями	пространственных	коор-
динат	х,	у,	z	и	времени	t.	При	этом	есть	два	способа	описания.

Согласно	Эйлеру,	движение	среды	определяется	относи-
тельно	системы	координат,	фиксированной	в	пространстве,	
т.е.	относится	к	некоторым	точкам	пространства,	а	не	к	«части-
цам»	среды,	передвигающимся	со	временем	в	пространстве.	
Данное	описание	называют	пространственным,	потому	что	за-
даются	поля	скоростей	и	ускорений	движущейся	среды.

В	описании	Лагранжа	для	динамической	характеристики	
движения	отдельных	«частиц»	среды,	передвигающихся	в	про-
странстве,	используется	уравнение	движения	из	динамики	ма-
териальных	точек.	Это	материальное,	или	субстанциональное,	
описание,	поскольку	система	отсчета	движется	вместе	со	сре-
дой.	 Найдем	 общие	 уравнения	 баланса	 различных	 величин	
(массы,	импульса,	энергии,	энтропии	и	т.д.).

Пусть	A	(x,	y,	z,	t)	–	некоторая	аддитивная	субстанция	(мас-
са,	энергия,	энтропия),	распределенная	в	материале	сплошной	
среды,	имеющей	объем	V	и	массу	M	плотностью	ρ	(x,	y,	z,	t)	=	
=	dM/dV.	Тогда	для	единицы	объема	сплошной	среды

dA

dV

dA

dM

dM

dV
a= =ρ ,

где	dA dM a x y z t= ( , , , )	–	удельная	величина	субстанции	А,	на-
ходящаяся	в	единице	массы	сплошной	среды.	Для	объема	V	
среды	получим

A adV
V

= ∫ρ ,

а	изменение	субстанции	А	в	зависимости	от	времени	равно

	
dA

dt
A

d

dt
adV

V

= = ∫
i

ρ 	 (*)

и	может	быть	вызвано	в	общем	случае	двумя	причинами:
1)	потоком	субстанции	A(x,	y,	z,	t)	внутрь	объема	V	или	из	

него	через	поверхность	Σ,	ограничивающую	этот	объем;
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2)	уменьшением	или	увеличением	А	внутри	объема	V,	кото-
рое	связано	с	существованием	во	внутренних	точках	сплошной	
среды	источников	или	стоков	для	субстанции	А.

На	основе	этих	положений	определяются	общие	уравнения	
баланса.	В	зависимости	от	того,	какое	описание	нами	выбира-
ется	–	пространственное	или	материальное,	получается	ло-
кальная	или	субстанциональная	форма	уравнений	баланса.

Локальные уравнения баланса.	Чтобы	получить	общую	форму	
локальных	уравнений	баланса,	основанных	на	пространствен-
ном	описании,	будем	исходить	из	положения,	что	объем	V 0,	
для	которого	необходимо	выразить	изменение	субстанции,	на-
ходится	в	покое	относительно	внешней	(эйлеровой)	системы	
координат	(рис.	1.1).	В	этом	случае	вместо	(*)	можем	записать

	
d

dt
adV

a

t
dV

V V

ρ
ρ0 0

0 0
∫ ∫=

∂
∂

,	 (1.1.1)

где	интегрирование	ведется	по	объему	dV 0	=	dxdydz,	не	меняю-
щему	положения	в	системе	координат	х,	у,	z.

Если	в	некоторой	сплошной	среде	с	плотностью	массы	ρ	
происходит	перенос	субстанции	А,	то	интенсивность	такого	
переноса	можно	описать	вектором

	
� �
J aa a

0 =ρ v ,	 (1.1.2)

называемым	локальной	плотностью	потока	субстанции.	Здесь	�
va	–	скорость	переноса	субстанции	А.	Направления	плотности	

Источник

Сток

y

z

x

Ja
0 n

V 0

�0

�0d

Рис. 1.1.	К	выводу	локальных	уравнений	баланса
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потока	
�
Ja

0	и	скорости	переноса	
�
va совпадают,	а	абсолютная	ве-

личина	определяет	количество	субстанции,	проходящее	в	еди-
ницу	времени	через	единицу	площади,	расположенную	пер-
пендикулярно	к	скорости	переноса	

�
va.

Через	элемент	поверхности	dΣ0	(рис.	1.1),	ограничивающий	
рассматриваемый	объем	V 0,	в	единицу	времени	происходит	
перенос	субстанции,	равный	dJ a da a

0 0=ρ
� �
v Σ .	Вектор	d

�
Σ0	по	аб-

солютной	величине	равен	площади	элемента	поверхности	dΣ0	
объема	V 0	и	направлен	по	нормали	к	ней.	Условимся	направ-
лять	dΣ0	по	внешней	нормали	

�
n,	т.е.	d d n

� �
Σ Σ0 0= .	Тогда	величи-

на	dJa
0 	положительна,	если	субстанция	вытекает	из	объема,	

и	отрицательна,	если	втекает	в	него.	Полное	количество	суб-
станции,	вытекающей	(втекающей)	в	единицу	времени	из	объ-

ема	V 0,	равно	 ρa da

� �
� v ⋅∫ Σ
Σ

0
0 ,	где	интегрирование	проводится	по	

всей	замкнутой	поверхности	Σ0,	охватывающей	объем V 0.	Обо-
значим	плотность	внутреннего	источника	субстанции	А	че-
рез	σa,	тогда	на	основании	положений	1)	и	2)	получим	инте-
гральную	форму	уравнения	баланса	локального	типа

	
∂
∂

=− ⋅ +∫ ∫ ∫ρ
σ

a

t
dV J d dV

V
a a

V0 0 0

0 0 0 0
� �
� Σ
Σ

.	 (1.1.3)

Найдем	уравнение	баланса	(1.1.3)	в	дифференциальной	фор-
ме,	которая	справедлива	для	любой	внутренней	точки	сплошной	
среды.	Для	этого	преобразуем	интеграл	по	поверхности	в	инте-
грал	по	объему	с	помощью	теоремы	Гаусса	–	Остроградского:

� � � �
� J d J dV J dVa a a

VV

0 0 0 0 0 0

0 00

⋅ = ≡ ∇⋅∫ ∫∫Σ
Σ

div .

Тогда	уравнение	(1.1.3)	примет	вид

∂
∂

+∇⋅ −




 =∫ ρ

σ
a

t
J dVa a

V

�
0 0

0

0.

Поскольку	это	равенство	должно	иметь	место	для	любого	
объема	V 0,	покоящегося	относительно	системы	координат	х,	
у,	z,	подынтегральное	выражение	должно	быть	равным	нулю:

	
∂
∂

+∇⋅ =
ρ

σ
a

t
Ja a

�
0 .	 (1.1.4)
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Это	дифференциальное	уравнение	называется	локальной	
формой	уравнения	баланса	для	аддитивной	субстанции	А.

Таким	 образом,	 интегральная	 форма	 уравнения	 баланса	
(1.1.3)	является	определяющей	для	дифференциального	урав-
нения	(1.1.4).	Когда	в	(1.1.4)	плотность	источника	σa 	субстан-
ции	А	равна	нулю,	т.е.

	
∂
∂

+∇⋅ =
ρa

t
Ja

�
0 0,	 (1.1.5)

уравнение	(1.1.5)	выражает	закон	сохранения	субстанции	в	лю-
бой	точке	сплошной	среды.	Если	в	уравнении	(1.1.4)	σa > 0,	то	
речь	идет	о	локальном	возникновении	субстанции,	если	σa < 0,	
речь	идет	о	локальном	поглощении	субстанции.

Применим	соотношение	(1.1.5)	для	получения	уравнения	
сохранения	массы	сплошной	среды.	Если	A	≡	M,	где	М	–	пол-
ная	масса	объема	V 0,	то	удельная	масса	dA/dM	=	a	≡	1.	Тогда	из	
уравнения	(1.1.2)	получим	локальную	плотность	потока	массы	� �
J 0 =ρv,	где	

� �
v v= ( )x y z t, , , 	–	скорость	движения	сплошной	сре-

ды	в	каждой	данной	точке	х,	у,	z	пространства	в	любой	момент	
времени	t.	Кроме	того,	для	этого	случая	из	уравнения	(1.1.5)	
находим	уравнение

∂
∂

+ =
ρ
t

Jdiv
�

0 0,			
∂
∂

+
∂
∂

=
ρ ρ µ

µt x

v
0,

т.е.

	
∂
∂

+ =
ρ

ρ
t

div
�
v 0,			

∂
∂

+∇⋅ =
ρ

ρ
t

�
v 0,	 (1.1.6)

которое	выражает	закон	сохранения	массы	в	произвольной	
точке	сплошной	среды.

Уравнение	(1.1.6)	чаще	называют	законом	непрерывности	
(неразрывности).	Смысл	его	состоит	в	том,	что	возрастание	
(уменьшение)	массы	в	единице	объема	сплошной	среды	равно	
количеству	массы,	втекающей	(вытекающей)	с	потоком	плот-
ностью	

�
J 0.

Субстанциональные уравнения баланса.	Частная	производная	
∂ρа/∂t	в	уравнении	(1.1.4)	определяет	изменение	субстанции	
в	данной	неподвижной	точке	пространства	х,	у,	z.	Эту	произ-
водную	можно	выразить	через	полную	(субстанциональную)	
производную,	относящуюся	к	передвигающейся	в	простран-
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стве	частице	вещества	сплошной	среды.	При	таком	материаль-
ном,	или	лагранжевом,	описании	сплошной	среды	выбранный	
элемент	объема	сплошной	среды	движется	вместе	с	ней	отно-
сительно	системы	координат	х,	у,	z,	фиксированной	в	про-
странстве.	 Совместное	 движение	 элемента	 массы	 dM	=	ρdV	
и	элемента	объема	dV	со	скоростью	

�
v(x,	y,	z,	t)	означает,	что	во	

время	движения	в	элементе	объема	dV	все	время	содержится	
постоянная	масса	dM.	Эту	физическую	картину	можно	мате-
матически	представить	в	виде	условия

	
� � �
J J= − ≡0 0ρv ,	 (1.1.7)

которое	означает,	что	при	переходе	от	локального	потока	мас-
сы	
�
J 0	к	субстанциональному	потоку	массы	

�
J 	последний	дол-

жен	быть	равен	нулю.
Исходя	из	соотношений	(1.1.2),	(1.1.7),	субстанциональную	

плотность	потока	
�
Ja	произвольной	субстанции	А	можно	опре-

делить	из	уравнения

	
� � � � �
J J a aa a a= − = −( )0 ρ ρv v v .	 (1.1.8)

Корректность	такого	определения	подтверждается	тем,	что	
при	a	≡	1,	когда	величина	

�
Ja	равна	плотности	потока	массы	

�
J ,	

соотношение	(1.1.8)	в	соответствии	с	уравнением	(1.1.7)	обра-
щается	в	нуль.

При	материальном	описании	элемент	объема	dV	сплошной	
среды	все	время	заполнен	одним	и	тем	же	количеством	массы	
(dM = ρdV).	Поэтому	при	движении	элемента	объема	dV	вели-
чина	dM	остается	неизменной	во	времени.	Следовательно,	вме-
сто	формулы	(1.1.1)	можно	записать

	
d

dt
adV

da

dt
dV

V V

ρ ρ∫ ∫= ,	 (1.1.9)

где	субстанциональное	дифференцирование	по	времени	дей-
ствует	только	на	величину	а.	Подчеркнем,	что	здесь	интегри-
рование	производится	по	объему	V,	движущемуся	вместе	со	
сплошной	средой.

Примем	во	внимание	положения	1)	и	2).	Тогда	с	учетом	со-
отношений	(1.1.8)	и	(1.1.9)	находим	интегральную	форму	суб-
станционального	уравнения	баланса
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ρ σ
da

dt
dV J d dV

V
a a

V
∫ ∫ ∫=− ⋅ +

� �
� Σ
Σ

.

Отсюда,	преобразовывая	интеграл	по	поверхности	в	инте-
грал	по	объему	с	помощью	теоремы	Гаусса	–	Остроградского,	
получим

ρ σ
da

dt
J dVa a

V

+∇⋅ −




 =∫

�
0.

Поскольку	объем	V	может	быть	любым,	имеем	дифференци-
альную	форму	субстанционального	уравнения	баланса

	 ρ σ
da

dt
Ja a+∇⋅ =
�

.	 (1.1.10)

Найдем	 соотношение,	 связывающее	 субстанциональное	
(1.1.10)	и	локальное	(1.1.4)	уравнения	баланса.	Стоящая	в	урав-
нении	(1.1.10)	производная	da/dt	определяет	изменение	суб-
станции	 не	 в	 данной	 неподвижной	 точке	 пространства,	
а	в	определенной	передвигающейся	в	пространстве	частице	
сплошной	среды.	Выразим	эту	производную	через	величины,	
относящиеся	к	неподвижным	в	пространстве	точкам.	Для	это-
го	 заметим,	 что	 изменение	 da	 субстанции	 данной	 частицы	
сплошной	среды	складывается	из	двух	частей:	изменения	суб-
станции	в	данной	точке	пространства	в	течение	времени	dt	
и	разности	субстанций	(в	один	и	тот	же	момент	времени)	в	двух	
точках,	разделенных	расстоянием	dr

�
,	пройденным	рассматри-

ваемой	частицей	сплошной	среды	в	течение	времени	dt.

Первая	из	этих	частей	равна	
∂
∂
a

t
dt,	где	производная	

∂
∂
a

t
	бе-

рется	при	фиксированных	координатах	x,	y,	z,	т.е.	в	заданной	
точке	пространства.	Вторая	часть	изменения	субстанции	равна

dx
a

x
dy

a

y
dz

a

z
dr a

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ⋅∇
�

.

Тогда

da
a

t
dt dr a=

∂
∂

+ ⋅∇
�

.
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Разделим	обе	стороны	этого	равенства	на	dt:

da

dt

a

t
a=

∂
∂

+ ⋅∇
�
v .

Поскольку	под	а	понимается	любая	субстанция	(масса,	им-
пульс,	энергия,	энтропия	и	т.д.),	в	общем	случае	полное	изме-
нение	во	времени	любой	величины	можно	вычислить	с	помо-
щью	операторного	уравнения

	
d

dt t

... ...
...=

∂
∂

+ ⋅∇
�
v 	.	 (1.1.11)

Применим	операторное	уравнение	(1.1.11)	к	плотности	ρ:

d

dt t

ρ ρ
ρ=

∂
∂

+ ⋅∇
�
v .

Тогда	уравнение	неразрывности	(1.1.6),	которое	перепи	-	
шем	как

∂
∂

+ ∇⋅ + ⋅∇ =
ρ

ρ ρ
t

� �
v v 0,

примет	субстанциональный	вид

	
d

dt

ρ
ρ+ ∇⋅ =
�
v 0.	 (1.1.12)

Применение	 операторного	 уравнения	 (1.1.11)	 к	 величи-	
не	ρа дает

d a

dt
a

d

dt

da

dt

a

t
a

ρ ρ
ρ

ρ
ρ= + =

∂
∂

+ ⋅∇
�
v .

Исключим	производную	dρ/dt,	используя	уравнение	(1.1.12):

ρ
ρ ρ

ρ
ρ

ρ ρ
da

dt
a

d

dt

a

t
a

a

t
a a=− +

∂
∂

+ ⋅∇ =
∂
∂

+ ∇⋅ + ⋅∇
� � �
v v v .

Преобразуем	правую	часть	на	основании	тождества

∇⋅ = ∇⋅ + ⋅∇ρ ρ ρa a a
� � �
v v v .



12

В	итоге	находим

	 ρ
ρ

ρ
da

dt

a

t
a=

∂
∂

+∇⋅
�
v.	 (1.1.13)

Уравнение	(1.1.13)	будет	часто	использоваться	в	дальней-
шем,	поэтому	необходимо	доказать	эквивалентность	локаль-
ного	(1.1.4)	и	субстанционального	(1.1.10)	уравнений	баланса,	
поскольку	при	выводе	(1.1.10)	предполагалось,	что	плотность	
источника	(стока)	σa 	равна	плотности,	входящей	в	уравнение	
(1.1.4).	Запишем	уравнение	(1.1.4),	добавив	и	отняв	∇⋅ρa

�
v:

∂
∂

+∇⋅




 +∇⋅ −∇⋅ =

ρ
ρ ρ σ

a

t
a J a a

� � �
v v0 .

Сравнивая	его	с	уравнением	(1.1.10)	с	учетом	соотношений	
(1.1.13)	и	(1.1.8),	убеждаемся	в	эквивалентности	уравнений	ба-
ланса	(1.1.10)	и	(1.1.4).

Подчеркнем,	что	в	формуле	(1.1.13)	величина	а	может	быть	
любым	скаляром,	т.е.	под	а	следует	понимать	скаляр,	компо-
ненту	вектора	или	тензора	второго	ранга.	Если	в	частном	слу-
чае	удельная	масса	a	≡	1,	то	уравнение	(1.1.13)	сводится	к	ло-
кальному	уравнению	баланса	массы	(1.1.6).

1.2. Уравнения баланса массы  
многокомпонентной смеси

Рассмотрим	систему,	представляющую	собой	смесь	n	ком-
понентов,	которые	пронумеруем	индексами	k	=	1,	2,	...,	n. Если	
между	компонентами	системы	происходят	химические	реак-
ции,	то	для	них	используем	индексы	b,	c.

В	дальнейшем	будем	применять	только	декартову	правосто-
роннюю	систему	координат	и	для	тензорных	величин	исполь-
зовать	индексы	µ,	ν	(см.	приложение	1).	Кроме	того,	применим	
правило,	согласно	которому	по	индексу,	встречающемуся	в	вы-
ражении	дважды	(или	много	раз),	автоматически	производится	
суммирование.	Например,	имеем

vµ µν ν=T w ,			µ,	ν	=	1,	2,	3,

вместо

vµ µν ν
ν

=
=
∑T w

1

3

,			µ	=	1,	2,	3.
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Кроме	того,	не	будем	записывать	текущие	индексы	(µ,	ν	=	
=	1,	2,	3),	так	как	они	всегда	принимают	значения	1,	2,	3	и	обо-
значают	декартовы	координаты	тензорных	величин.

Описание	методами	механики	сплошной	среды	различного	
рода	смесей	связано	с	введением	понятия	многоскоростного	
континуума	и	определением	взаимопроникающего	движения	
континуумов.

Многоскоростной континуум	представляет	собой	совокуп-
ность	n	континуумов,	каждый	из	которых	относится	к	своей	
составляющей	смеси	и	заполняет	один	и	тот	же	объем,	занятый	
смесью.	Для	каждого	из	этих	составляющих	континуумов	во	
всех	точках	обычным	образом	определяются	плотность	ρk	(мас-
са	k-составляющей	в	единице	объема	всей	среды),	скорость	

�
vk

(k	=	1,	2,	...,	n),	а	затем	и	другие	параметры,	относящиеся	к	сво-
ему	континууму	и	своей	составляющей	смеси.	Таким	образом,	
в	 любой	 точке	 объема,	 занятого	 смесью,	 будет	 определено	
n плотностей	ρk,	n	скоростей	

�
vk 	и	т.д.	Кроме	того,	исходя	из	

этих	величин	можно	определить	параметры,	характеризующие	
смесь	в	целом,	а	именно	плотность	смеси

ρ ρ=
=
∑ k
k

n

1

и	среднемассовую	(барицентрическую)	скорость	смеси

ρ ρ
� �
v v=

=
∑ k k
k

n

1

		или		
�

�
�

v

v

v= ==

=

∑
∑

ρ

ρ

k k
k

n

k k
k

n

C1

1

,

где	Ck
k=

ρ
ρ

,	причем	 Ck
k

n

=
∑ =

1

1.

Введем	локальные	плотности	потока	массы.	Для	компонен-
тов	смеси	имеем

	
� �
Jk k k

0 =ρ v .	 (1.2.1)

Для	смеси	в	целом	имеем
� �
J 0 =ρv.

Часто	 удобно	 пользоваться	 скоростями	
�
wk,	 которые	 на-

зывают	диффузионными.	Они	являются	скоростями	движе	-	
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ния	составляющих	смеси	относительно	центра	инерции	смеси	
в	целом:

	
� � �
wk k≡ −v v.	 (1.2.2)

Для	плотности	диффузионного	потока	получим

	
� � � � � �
J w Jk k k k k k k≡ = −( )= −ρ ρ ρv v v0 .	 (1.2.3)

Суммируя	это	соотношение

	
� � � �
J wk

k

n

k k
k

n

k k
k

n

= = =
∑ ∑ ∑≡ = −( )=

1 1 1

0ρ ρ v v ,	 (1.2.4)

видим,	что	число	независимых	плотностей	диффузионных	по-
токов	равно	n	–	1.

В	многоскоростном	континууме	для	величины	А	целесо-
образно	 ввести	 субстанциональные	 производные	 dA(k)/dt		
и	dA/dt,	связанные	соответственно	с	индивидуальным	движе-
нием	k-й	составляющей	континуума	и	движением	смеси	в	це-
лом.	По	аналогии	с	операторным	уравнением	(1.1.11)	введем

	
d A

dt

A

t
A

A

t

A

x

k

k k

( )

,=
∂
∂

+ ⋅∇ ≡
∂
∂

+
∂
∂

�
v v µ

µ

	
dA

dt

A

t
A

A

t

A

x
=
∂
∂

+ ⋅∇ ≡
∂
∂

+
∂
∂

�
v vµ

µ
.	 (1.2.5)

Отсюда	вычитанием	найдем

d A

dt

dA

dt
A w A w

A

x

k

k k k

( )

− = −( )∇ = ⋅∇ =
∂
∂

� � �
v v µ

µ
.

Как	указывалось,	суммирование	производится	по	тензор-
ным	индексам	µ.	Подчеркнем,	что	в	уравнениях	(1.2.5)	исполь-
зуется	предположение	о	том,	что	величина	А	–	скаляр.

Получим	уравнения	баланса	масс,	когда	в	многокомпонент-
ной	смеси	происходят	химические	реакции.	Будем	исходить	из	
общего	уравнения	баланса	(1.1.4).	Положим

a Ck
k≡ =

ρ
ρ

,			
� �
J Ja k

0 0≡ ,			σa km≡
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и	учтем	формулу	(1.2.1).	Тогда	получим	локальное	уравнение	
баланса	массы	для	каждого	компонента:

	
∂
∂

+∇⋅ =
ρk

k kt
J m
�

0 ,			k	=	1,	2,	...,	n.	 (1.2.6)

Члены	mk	определяют	изменение	массы	при	химическом	
превращении	k-го	компонента	в	единице	объема	в	единицу	
времени.	Если	между	компонентами	не	происходит	никаких	
химических	реакций,	то	mk	=	0.	С	учетом	выражения	(1.2.3)	
уравнение	баланса	(1.2.6)	можно	записать	в	виде

∂
∂

+∇ +( )=ρ
ρk

k k kt
J m

� �
v .

Если	просуммировать	по	всем	компонентам	k,	то	в	резуль-
тате	с	учетом	соотношения	(1.2.4)	получим	уравнение	сохране-
ния	массы	(неразрывности)	смеси	в	целом

	
∂
∂

+∇⋅ =
ρ

ρ
t

�
v 0,	 (1.2.7)

которое	имеет	обычный	вид,	как	и	в	односкоростном	конти-
нууме.

Вычислим	члены	mk.	Рассмотрим	случай,	когда	в	каждой	
точке	смеси	происходят	r	химических	реакций	(b	=	1,	2,	...,	r)	
согласно	стехиометрическим	уравнениям

ν νkb
k

r

k kb
k r

n

kM Mc c

= = +
∑ ∑=

1 1

,			b	=	1,	2,	...,	r.

Здесь	Mk	–	молекулярная	масса	k-го	компонента;	νkb
c 	–	сте-

хиометрический	коэффициент	k-го	компонента	в	b-й	реакции.
По	определению	стехиометрические	коэффициенты	счита-

ются	отрицательными,	если	компонент	стоит	в	левой	части	
уравнения	реакции	(k	=	1,	2,	...,	r)	(является	реагентом	в	реак-
ции	b),	и	положительными,	если	компонент	стоит	в	правой	
части	(k	=	r	+	1,	r	+	2,	,	n)	(представляет	собой	продукт	реак-
ции).	Следовательно,	законы	сохранения	массы	при	химиче-
ских	превращениях	имеют	вид

νkb
k

n

kMc

=
∑ =

1

0,			b	=	1,	2,	...,	r.
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Введем	вместо	стехиометрических	коэффициентов	νkb
c 	но-

вые	коэффициенты:

ν
ν

ν
kb

kb k

kb
k r

n

k

M

M

=

= +
∑

c

c

1

,			k	=	1,	2,	...,	n,			b	=	1,	2,	...,	r.

Тогда	можно	записать

νkb
k

n

=
∑ =

1

0,			b	=	1,	2,	...,	r.

Коэффициенты	νkb	всегда	можно	определить,	если	известны	
обычные	химические	стехиометрические	коэффициенты	νkb

c .
Пусть	в	момент	времени	t	плотность	в	некоторой	точке	про-

странства	равна	ρk(t).	За	время	∂t	в	результате	химических	ре-
акций	произойдет	изменение	плотности	на	∂ρk.	Плотности	ρk	
при	реакции	связаны	уравнением	реакции.	Ясно,	что	если	ρ1	
в	реакции	b	изменится	на	ν1b,	то	каждая	из	остальных	плотно-
стей	ρk	изменится	в	реакции	b	на	νkb.	Другими	словами,

∂
=
∂

= ∂b k

kb

b

b
b

ρ
ν

ρ
ν

ξ1

1

.

Здесь	дифференциал	∂ξb	определяет	«степень	развития	ре-
акции	b»	и	имеет	одно	и	то	же	значение	и	один	и	тот	же	знак	
для	всех	веществ,	участвующих	в	реакции.	Например,	в	реак-
ции	2А	+	3В	=	4С	стехиометрические	коэффициенты	νA	=	–2,	
νB	=	–3,	νC	=	4.	Следовательно,

∂ =
∂

=−
∂

=−
∂

=
∂

ξ
ρ
ν

ρ ρ ρk

k

A B C

2 3 4
.

Выражение	∂ =
∂

ξ
ρ

νb
b k

kb

,	отнесенное	к	единице	времени

J
t tb
b

kb

b k=
∂
∂

=
∂
∂

ξ
ν

ρ1
,

представляет	 собой	 скорость	 b-й	 реакции.	 Отсюда	 ν
ρ

kb b
b kJ

t
=
∂
∂

ν
ρ

kb b
b kJ

t
=
∂
∂

	–	количество	k-го	вещества,	которое	образуется	в	еди-
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нице	объема	в	единицу	времени	в	b-й	реакции	(b	=	1,	2,	...,	r).	
Для	локального	изменения	плотности	ρk	k-го	компонента	во	
всех	реакциях	имеем

∂
∂

=
∂
∂

=
==
∑∑ρ ρ

νk b k
kb b

b

r

b

r

t t
J

11

,			k	=	1,	2,	...,	n,

если	изменение	плотности	компонентов	в	некоторой	произ-
вольной	точке	пространства	обусловлено	лишь	химическими	
превращениями.	Однако	плотности	источников	в	единице	объ-
ема	 в	 единицу	 времени	 в	 уравнениях	 баланса	 массы	 (1.2.6)	
всегда	определяются	следующим	образом:

m Jk kb b
b

r

=
=
∑ν

1

.

В	итоге	уравнения	баланса	массы,	когда	кроме	диффузии	
компонентов	(k	=	1,	2,	...,	n)	происходят	химические	реакции	
(b	=	1,	2,	...,	r)	в	виде	локальных	внутренних	превращений,	при-
мут	вид

	
∂
∂

+∇⋅ =
=
∑ρ

νk
k kb b

b

r

t
J J
�

0

1

,			
� �
Jk k k

0 =ρ v .	 (1.2.8)

Найдем	 субстанциональную	 форму	 уравнения	 баланса	
(1.2.8).	Учтем	соотношение	(1.2.3).	Тогда

∂
∂

+∇⋅ +∇⋅ =
=
∑ρ

ρ νk
k k kb b

b

r

t
J J
� �

v
1

.

Поскольку	∇⋅ = ∇⋅ + ⋅∇ρ ρ ρk k k

� � �
v v v ,	из	операторного	уравне-

ния	(1.2.5)	найдем	субстанциональное	уравнение	баланса	мас-
сы	для	компонентов

	
d

dt
J Jk

k k kb b
b

rρ
ρ ν+ ∇⋅ +∇⋅ =

=
∑� �

v
1

.	 (1.2.9)

Если	ввести	концентрацию	Сk,	то	из	(1.2.9)	получим

ρ
ρ

ρ ν
dC

dt
C

d

dt
J Jk

k k k kb b
b

r

+ + ∇⋅ +∇⋅ =
=
∑� �

v
1

.
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Воспользуемся	уравнением	неразрывности	в	субстанцио-
нальном	виде	(1.1.12).	В	итоге	получим

	 ρ ν
dC

dt
J Jk

k kb b
b

r

+∇⋅ =
=
∑�

1

.	 (1.2.10)

В	уравнениях	баланса	(1.2.8),	(1.2.10)	химические	превра-
щения	учитываются	точно,	если	известна	стехиометрия	и	ско-
рости	 химических	 реакций.	 Отсюда	 следует,	 что	 уравнения	
баланса	 (1.2.8)	и	 (1.2.10)	имеют	 фундаментальное	значение	
в	теории	многокомпонентной	и	реагирующей	сплошной	среды.

Уравнения баланса заряда.	Часто	 некоторые	компоненты	
многокомпонентной	сплошной	среды	обладают	электриче-
ским	зарядом	(ионы,	электроны	и	т.д.).	С	точки	зрения	теории	
поля	дискретность	микрозарядов	не	представляет	интереса,	так	
как	достаточно	указать	величину	заряда	компонентов	на	еди-
ницу	 массы.	 Поскольку	 электрический	 заряд	 всегда	 связан	
с	частицей,	имеющей	массу,	для	k-го	компонента	можно	опре-
делить	удельный	заряд	ek	(k	=	1,	2,	...,	n),	относящийся	к	едини-
це	массы.	Это	же	справедливо	и	для	многокомпонентного	кон-
тинуума

	 e e C ek k
k

n

k k
k

n

= =
= =
∑ ∑1

1 1ρ
ρ .	 (1.2.11)

Очевидно,	что	для	всех	незаряженных	компонентов	удель-
ный	заряд	ek	≡	0.

Определим	уравнения	баланса	заряда,	когда	химические	
реакции	и	обмен	зарядами	между	компонентами	отсутствуют.	
Если	химических	реакций	нет,	то	из	уравнения	(1.2.10)	следует

	 ρ
dC

dt
Jk

k+∇⋅ =
�

0.	 (1.2.12)

Введем	полную	плотность	электрического	тока	
�
I ,	которая	

определяется	количеством	заряда,	переносимого	всеми	компо-
нентами	(с	учетом	выражения	(1.2.11)):

� � � � � �
I e e e J e e Jk k k

k

n

k k k k
k

n

k k
k

n

= = +( )= +
= = =
∑ ∑ ∑ρ ρ ρv v v

1 1 1

.

Здесь	ρe
�
v	–	плотность	конвективного	электрического	тока,	

обусловленного	конвекцией	центра	инерции	со	скоростью	
�
v.
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Величина

	
� �
i e Jk k

k

n

=
=
∑

1

	 (1.2.13)

называется	плотностью	тока	проводимости	и	обусловлена	дви-
жением	заряженных	компонентов	относительно	центра	инерции.

Умножим	уравнение	баланса	(1.2.12)	на	заряд ek	k-го	ком-
понента	и	просуммируем	по	всем	компонентам	k	=	1,	2,	...,	n:

ρ
d C e

dt
J e

k k
k

n

k k
k

n
=

=

∑
∑+∇






=1

1

0
�

.

Учтем	формулы	(1.2.11)	и	(1.2.13),	тогда	получим	уравнение	
баланса

	 ρ
de

dt
i+∇⋅ =
�

0,	 (1.2.14)

которое	представляет	собой	закон	сохранения	заряда	в	суб-
станциональной	форме.

Аналогично	находим	локальную	форму	закона	сохранения	
заряда.	Будем	исходить	из	уравнений	локального	баланса	ком-
понентов	(1.2.8),	в	которых	левая	часть	равна	нулю:

∂
∂

+∇⋅ =
ρk

kt
J
�

0 0,	
� � �
J Jk k k= −0 ρ v .

Умножим	на	заряд ek	k-го	компонента	и	просуммируем	по	
всем	компонентам,	в	итоге	получим

	
∂
∂

+∇⋅ =
ρe

t
I
�

0.	 (1.2.15)

Из	субстанционального	(1.2.14)	и	локального	(1.2.15)	урав-
нений	закона	сохранения	заряда	видно,	что	плотность	тока	
проводимости	

�
i 	представляет	собой	субстанциональный	поток,	

а	полная	плотность	электрического	тока	
�
I 	–	локальный	поток.

1.3. Уравнения баланса импульса

Получим	уравнение	движения	сплошной	среды.	Выделим	
некоторый	малый	объем	δV	с	массой	δM	=	ρδV.	На	массу	δM	
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в	общем	случае	действуют	объемные	и	поверхностные	силы.	
Если	объемную	силу,	действующую	на	единицу	массы,	обо-
значить	через	

�
F ,	то	сила,	действующая	на	массу	δM,	равна	� �

F Fδ ρ δM V= .
Поверхностные	силы	задаются	плотностью	их	распределе-

ния	по	поверхности	δΣ	объема	δV	или	напряжением.	Различа-
ют	нормальные	напряжения,	действующие	по	нормали	к	по-
верхности,	и	касательные	напряжения.	В	целом	они	составля-
ют	тензор	второго	ранга,	который	обозначим	 �P  Pµν	и	назовем	
тензором	напряжений.	Силы,	действующие	на	поверхность	δΣ	
объема	δV,	равны

� �
� �P ⋅ ∫ ∫d P n dΣ Σ
Σδ

µν ν ;			d nd
� �
Σ Σ= ,

где	
�
n	–	единичная	нормаль	к	поверхности;	P

P P P

P P P

P P P
µν =

11 21 31

12 22 32

13 23 33

.

Пользуясь	приведенными	соотношениями,	результирую-
щую	 элементарных	 объемных	 и	 поверхностных	 сил	 можно	

представить	как	ρ
δ

� � �
�FdV d+ ⋅∫ P Σ
Σ

.	Cледовательно,	если	d dt
�
v/ 	–	

ускорение	элемента	массы	δM,	которое	можно	приписать	дей-
ствию	результирующей	силы,	то	уравнение	движения	Ньютона	
для	элемента	массы	δM	сплошной	среды	примет	вид

ρ δ ρ
δ

d

dt
V dV nd

� � � ��
v

= + ⋅∫F P Σ
Σ

.

Интегральная	форма	уравнения	движения	континуума	по-
лучается	интегрированием	этого	выражения	по	всему	объему	V	
и	поверхности	Σ	сплошной	среды.	Следовательно,

ρ ρ
d

dt
dV dV nd

V V

� � � ��
v∫ ∫ ∫= + ⋅F P Σ

Σ
.

Применив	теорему	Гаусса	–	Остроградского

� � � ��P P P⋅ = ∇⋅ ≡ =
∂
∂∫ ∫ ∫∫d dV dV
P

x
dV

V VV

Σ
Σ

Div
νµ

ν
,
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получим

	 ρ ρ
d

dt
dV dV

V V

� � �v∫ ∫= +∇⋅( )F P .	 (1.3.1)

С	учетом	произвольного	объема	V	найдем	соотношение

	 ρ ρ
d

dt

� � �v
= +∇⋅F P,	 (1.3.2)

которое	называется	уравнением движения Коши.	Для	координат	
оно	имеет	вид

ρ ρµ
µ

νµ

ν

d

dt
F

P

x

v
= +

∂
∂

.

Уравнение	движения	Коши	(1.3.2)	справедливо	для	любой	
сплошной	 среды,	 однако	 выражения	 для	 тензора	 напряже	-	
ний	 �P	в	различных	моделях	сплошной	среды	будут	неодинаковы-
ми.	Если	известен	вид	тензора	напряжений	 �P,	то	уравнение	дви-
жения	(1.3.2)	можно	использовать	для	описания	различных	мо-
делей	деформируемых	тел	(упругих,	пластичных	и	т.д.),	гидроди-
намических	моделей	(идеальных	и	вязких	жидкостей	и	газов)	и,	
кроме	того,	различных	моделей	электромагнитных	полей.

Подчеркнем	принципиальное	отличие	уравнения	движения	
(1.3.2)	сплошных	сред	от	соответствующих	уравнений	для	си-
стем	материальных	точек.	Векторы,	стоящие	слева	и	справа	
в	уравнении	(1.3.2),	представляют	собой	соответственно	не	
произведения	масс	на	ускорения	и	силы,	как	это	следует	из	
второго	закона	Ньютона,	а	лишь	плотности	распределения	всех	
этих	величин,	т.е.	величины,	отнесенные	к	единице	объема.	
Умножая	обе	части	этого	уравнения	на	dV,	получим	уравнение	
движения	центра	инерции,	заключенного	в	элементарный	объ-
ем,	а	интегрируя	по	конечному	объему	V,	составим	уравнение	
движения	центра	инерции	в	объеме V.	Особо	следует	оговорить	
смысл	произведенного	перехода	от	поверхностного	интеграла	
к	объемному

� � ��P P⋅ = ∇⋅∫ ∫d d
V

Σ
Σ

V .

Здесь	вектор	∇⋅ ≡� �P PDiv 	–	плотность	распределения	объ-
емного	действия	поверхностных	сил.
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Уравнение	 (1.3.1)	 выражает	 закон	 сохранения	 импульса	
в	 интегральной	 форме:	 изменение	 импульса	 материального	
объема	во	времени	равно	результирующей	сил,	действующих	на	
вещество,	находящееся	в	объеме.	Поэтому	физический	смысл	
дифференциального	уравнения	(1.3.2)	также	совпадает	с	зако-
ном	сохранения	импульса.

В	этом	легко	убедиться,	если	записать	уравнение	(1.3.2)	в	виде

	 ρ ρ
d

dt

�
� �v

−∇⋅ =P F 	 (1.3.3)

и	учесть,	что	
�
v	–	импульс	единицы	массы	сплошной	среды,	

а	затем	сравнить	уравнение	(1.3.3)	с	общим	уравнением	балан-
са	для	аддитивной	субстанции	a	(1.1.10).	Тогда	можно	утверж-
дать,	что	уравнение	(1.3.3)	действительно	является	уравнением	
баланса	импульса,	причем	субстанциональная	плотность	по-
тока	импульса,	который	сам	есть	вектор,	идентична	тензору	
напряжений	второго	ранга,	взятому	со	знаком	«минус»:	 � �J P= −
� �J P= − ,	а	плотность	источника	

� �
σ ρимп

e = F 	определяется	плотно-

стью	внешних	сил.	Плотность	силы	ρ
�

F 	можно	интерпретиро-
вать	только	как	член,	соответствующий	внешнему	источнику,	
поскольку	существование	этого	источника	обусловлено	внеш-
ними	полями,	действующими	на	сплошную	среду.	Таким	об-
разом,	уравнение	движения	(1.3.3)	является	уравнением	балан-
са,	содержащим	член,	характеризующий	источник,	но,	тем	не	
менее,	выражает	закон	сохранения	импульса	в	дифференци-
альной	форме.	Это	связано	с	тем,	что	члены,	соответствующие	
источникам,	возникающим	вследствие	неоднородностей	вну-
три	системы,	не	входят	в	уравнение	баланса	(1.3.3),	т.е.	

�
σимп

i ≡ 0.
Преобразуем	субстанциональное	уравнение	баланса		в	локаль-

ное.	Воспользуемся	соотношением	(1.1.13).	Под	величиной	а	
будем	понимать	компоненты	скорости	центра	инерции	

�
v v µ,	

т.е.	a≡vµ	(µ	=	1,	2,	3).	Тогда	получим	локальную	форму	уравне-
ния	баланса	импульса

	
∂
∂

+∇ −( )=ρ
ρ ρ

�
� � � �v
vv

t
P F .	 (1.3.4)

Здесь	ρ
�
v 	–	импульс	единицы	объема	сплошной	среды;	

� �
vv	–	

диадное	произведение,	т.е.	тензор

� � �
D =  =vv v vDµν µ ν,
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